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Resumo Dado um grafo G = (V, E') e um conjunto de vértices M C V,
sendo |V| = n, dizemos que o vértice v € V é controlado por M se a
maioria dos seus vértices adjacentes (incluindo ele mesmo) pertencem
ao conjunto M. O conjunto M define um monopdlio em G se M con-
trola todos os vértices de V. Dado um conjunto M C V e dois grafos
G1 = (V,E1) e G2 = (V,E32), onde E1 C E3, temos o PROBLEMA DE
VERIFICAGAO DE MONOPOLIO - PVM, que consiste em encontrar um
grafo sanduiche G = (V, E) (i.e., um grafo onde E1 C E C E»), tal que M
defina um monopdlio em G. Caso a resposta do PVM seja “NAO”, temos
entdo o PROBLEMA DO MAIOR CONJUNTO CONTROLADO - PMCC, cujo
objetivo é encontrar um grafo sanduiche G = (V, E), tal que o nimero
de vértices de G controlados por M seja maximizado. O PVM pode ser
resolvido em tempo polinomial, o PMCC, entretanto, sé sera resolvido
em tempo polinomial se P = N P. Neste trabalho apresentamos a nogao
de f-controle e introduzimos ainda o PROBLEMA DO MAIOR CONJUNTO
CONTROLADO GENERALIZADO (PMCCG), que associa pesos e folgas
minimas a cada vértice de V. Nesse caso, o objetivo serd maximizar o
somatério dos pesos dos vértices f-controlados por M. Apresentamos um
algoritmo 0,5-aproximado para o PMCCG e um procedimento para a
geragao de solucdes vidveis baseado na solugao de uma relaxacao linear
para o problema. Essas solucbes sao utilizadas posteriormente em um
método de busca local (Busca Tabu) visando a determinagao de solugoes
de melhor qualidade para o PMCCG. Finalmente, apresentamos alguns
resultados computacionais e comparamos os resultados obtidos com o
valor étimo encontrado para pequenas instancias do problema.

Palavras Chaves: Grafo sanduiche, Busca Tabu, PMCC, Heuristicas.

Abstract Given a graph G = (V, E) and a set of vertices M C V, with
|V| = n, we say that v € V in controlled by M, if the majority of v
neighbors (including itself) belongs to M. The set M defines a monopoly
in G if M controls all vertices of V. In the Monopoly Verification Problem
- MVP, we are given a set M C V and two graphs Gi1 = (V, E1) and
G2 = (V, E3), with E1 C E3. The objective is to find a sandwich graph
G = (V,E) (i.e., a graph where E; C E C E»), such that M defines a
monopoly in G. However, if the answer to the MVP is “NO”, we have the



Max-Controlled Set Problem - MCSP, whose objective is to find a sand-
wich graph G = (V, E), such that the total number of controlled vertices
is maximized. The MVP can be solved in polynomial time, the MCSP,
however is NP-hard. In this work we describe the notion of f-controlled
vertices and introduce the Generalized Maz-Controlled Set Problem -
GMCSP, where weights and gaps are associated to all vertices of V. In
this case, the objective is to maximize the summation of the weights of all
vertices f-controlled by M. We present a 0.5-approximation algorithm
for the GMCSP and a new procedure for finding feasible solutions based
on the solutions of a linear programming relaxation. These solutions are
then used in a local search procedure (Tabu Search) looking for solutions
of better quality. Finally, we present some computational results and we
compare these results with the optimum solutions values obtained for
small instances of the problem.

Key words: Sandwich Problems, Tabu Search, MCSP, Heuristics.

1 Introducao

Dado dois grafos G; = (V, E1) e Go = (V, Es) tal que E; C Es, dizemos que
G = (V,E), onde E; C E C Es, é um grafo sanduiche com propriedade IT se,
e somente se, G = (V| E) satisfaz IT. Um problema de decisao envolvendo grafo
sanduiche consiste em decidir se ha algum grafo G para o par G1, G2 que sat-
isfaga I1. Problemas utilizando grafos sanduiche podem ser vistos em diferentes
areas de pesquisa, como em mapeamento fisico de DNA, raciocinio temporal,
sincronizagao de processos paralelos, arvores evolutivas, sistemas esparsos de
equagoes lineares, entre outros [10].

No mapeamento fisico de DNA [3], por exemplo, as informagoes de interse¢oes
e ndo-intersecoes de pares de segmentos, sdo obtidas a partir da cadeia de DNA
de maneira experimental. O problema consiste em como arranjar os varios seg-
mentos, de modo que seus pares de intersegoes combinem com os dados exper-
imentais. Na representagao utilizando grafos os vértices correspondem aos seg-
mentos, e dois vértices sao conectados por uma aresta se os segmentos correspon-
dentes possuem intersecoes, dessa maneira, define-se o conjunto de arestas Es.
Na pratica as informacoes de intersecoes sao conhecidas parcialmente, por causa
de experimentos incompletos ou resultados ndo conclusivos. A ambigiiidade nas
informagoes de intersegoes introduz o conjunto de arestas F3\F; (arestas opta-
tivas). Assim, decidir sobre esse problema, é equivalente a encontrar um grafo
sanduiche com arestas E, tal que E; C E C E5 [9]. Neste trabalho abordamos
um tipo especial de problema em grafo sanduiche, o PROBLEMA DO MAIOR
CONJUNTO CONTROLADO GENERALIZADO discutido adiante.

Dado um grafo ndo direcionado G = (V, E) e um conjunto de vértices M C
V, um vértice i € V é controlado por M se |Ng[i] N M| > |N¢gli]|/2, onde
N¢glil ={i}u{j € V|(i,j) € E} é vizinhanga fechada de i.

O conjunto M C V define um monopdlio em G se todo vértice ¢ € V ¢
controlado por M. O PROBLEMA DE VERIFICAGAO DE MoNOPOLIO - PVM
é um problema de decisao que retorna “siM” caso seja encontrando um grafo



sanduiche (se existir), tal que todos os vértices de G estejam controlados por
M. Makino et. al.[13] demonstram que o grafo sanduiche para o PVM pode ser
obtido em tempo polinomial por meio da solucao de um Problema de Fluxo
Maximo definido convenientemente.

Quando o conjunto M C V nao define um monopélio, ou seja, o problema de
decisao PVM retorna “NAO”, tem-se entao o PROBLEMA DO MAIOR CONJUNTO
CONTROLADO - PMCC, cujo objetivo é encontrar um grafo sanduiche G =
(V,E), tal que o conjunto de vértices controlados por M seja maximizado. O
PMCC é NP-dificil, mesmo que G; seja um grafo vazio ou G2 seja um grafo
completo [13].

Makino et. al.[13] apresentam uma proposta de extensdo do PMCC que
iremos denominar de PROBLEMA DO MAIOR CONJUNTO CONTROLADO COM
FoLcA MiINIMA - PMCCFEFM, que introduz a definicao de vértice f-controlado.
Dessa maneira, diremos que um vértice ¢ € V sera f-controlado por M em um
grafo sanduiche G se, e somente se, |[Ng[i] N M| — |[Ng[i]\M| > f; onde f; € Z.
A constante f; representa, de certa forma, o “grau de controle” necessario para
que o vértice ¢ € V seja f-controlado por M C V. Chamaremos de folga minima
a constante f; € Z associada ao vértice 1 € V.

Neste trabalho apresentamos uma proposta de extensao para o PMCC e o
PMCCFM denominada PROBLEMA DO MAIOR CONJUNTO CONTROLADO GEN-
ERALIZADO - PMCCG, que incorpora o conceito de f-controle introduzido por
Makino et. al.[13] e considera pesos associados a cada vértice i € V. No PMCCG,
o objetivo serd maximizar o somatério dos pesos dos vértices f-controlados por
M.

Na Secao 2, iremos apresentar as regras de reducao, discutidas em [13,14],
eliminando informacgoes redundantes nos dados de entrada do PMCC. Como
veremos adiante, estas regras serao aplicadas igualmente ao PMCCG, bastando
substituir a definicao de vértice controlado por f-controlado. O PMCCG sera
tratado na Secao 3. Apresentamos um modelo matematico para o problema
(Segao 3.2), um algoritmo deterministico 0,5-aproximado (Se¢ao 3.1) e um algo-
ritmo para obtencgao de solugoes vidveis a partir da solucao da relaxacgao linear
(Segao 3.3). Na Se¢ao 4 introduzimos uma busca local baseada em Busca Tabu
e na Sec¢ao 5 exibimos alguns dos resultados computacionais obtidos e a com-
paragao com o exato. Finalmente, na Segao 6, apresentamos as conclusoes e
consideragoes finais.

2 Regras de reducao

As regras de redugdo colaboram reduzindo ou eliminando informagoes redun-
dantes nos dados de entrada, sem interferir no resultado (conjunto de solugées
Gtimas) do problema original. Essas regras se aproveitam de caracteristicas pre-
sentes na estrutura dos grafos G; e G2, adicionando ou removendo permanen-
temente arestas pertencentes a Fo\E; (arestas optativas), de tal forma que o
conjunto de solucoes étimas continue o mesmo.



Descreveremos agora as regras de redugdo apresentadas em [13,14] para o
PMCC. Primeiramente, considere a seguinte notagao auxiliar: dados dois grafos
(G1 e G2 como definidos anteriormente e dois conjuntos A, B C V, representamos
por D(A,B) = {(i,j) € E2\E1 | i € A, j € B}, o conjunto de arestas optativas
com uma extremidade em A e outra em B. Temos entdo as seguintes regras
de redugao descritas em [13]: adicionar a E; as arestas de D(M, M) (Regra de
redug¢do 1) e remover as arestas D(U,U) de E3 (Regra de reducao 2), onde
U =V\M. O novo conjunto E deverd satisfazer a:

E D E,UD(M,M) (1)
E C Ey UD(M,M)U D(U, M) (2)

Visando a introducao das regras de redugao descritas em [14], considere ini-
cialmente a seguinte particao de V:

— Mgc e Uge, vértices sempre controlados, consistem dos vértices pertencentes
a M e U, respectivamente, que estao controlados qualquer que seja o grafo
sanduiche G = (V, E). Em outras palavras, um vértice i € (MgcUUgc) serd
sempre controlado por M, independentemente de quais arestas optativas
E5\ E; sejam adicionadas ou removidas em Gj

— Mpyc e Unc, vértices nunca controlados, consistem dos vértices pertencentes
a M e U, respectivamente, que sao sempre nao-controlados qualquer que seja
o grafo sanduiche G = (V, E). Ou seja, um vértice i € (Myc UUn¢) nunca
serd controlado por M, independentemente de quais arestas optativas E2\ E;
sejam adicionadas ou removidas em G}

— Mg e Ug, definidos por Mr = M\(Mgsc U My¢) e Ur = U\(Usc U Unc),
sao vértices que poderao estar controlados ou nao de acordo com a adigao
ou remocao de arestas optativas.

A particao de V descrita acima pode ser realizada, facilmente, apds a adigao
e remogao de todas as arestas optativas de G. Assim, apds a adicao das arestas
de E5\F1, identificamos diretamente aqueles vértices em Mgo que continuam
controlados e os vértices de Uyc que continuam nao-controlados. Da mesma
forma, apds a remocao de todas as arestas optativas, identificamos diretamente
os vértices de Usc e M ¢ que continuam controlados e nao-controlados, respec-
tivamente.

Considere entdo as regras de reducdo (esquematizadas na Figura 1) apresen-
tadas em [14]:

— Adicionar a E; as arestas D(Mgc U Myc,URr) (Regra de redugdo 3);

— Remover de Es as arestas D(Mg,Usc UUnc¢) (Regra de redugao 4);

— Aleatoriamente adicionar ou remover as aresta D(MgscUMpye,Usc UUnc)
(Regra de reducao 5).

Na Regra de redugao 1, a adicao das arestas optativas ird somente colabo-
rar para o controle de novos vértices em M. O oposto ocorre na Regra 2, onde
as arestas optativas que prejudicariam o controle de novos vértices em U sao
eliminadas. Na Regra 3 sao adicionadas as arestas optativas incidentes aqueles



Unc

Arestas adicionadas e removidas aleatoriamente
- = - Arestas a serem removidas do grafo
__________ Arestas a serem adicionadas no grafo
Arestas optativas

Figura 1. Relagdo entre os sub-conjuntos de vértices do grafo. Aplicagdo das regras de
redugao 3,4 e 5.

vértices de M, sempre ou nunca controlados, facilitando o controle dos outros
vértices adjacentes em Upr. Na Regra 4, se um vértice pertence a Usc UUpn¢, re-
movemos todas as suas arestas optativas incidentes visando aumentar as chances
de controle de vértices adjacentes em Mpg. Por fim, a Regra 5 visa somente re-
duzir o espago de solugodes, ja que a adigao ou remocgao de arestas entre vértices
sempre ou nunca controlados nao influencia na solugao do problema. E f4cil
ver que, apos a aplicacao das regras de reducao descritas acima, tem-se apenas
arestas optativas com extremidades em vértices pertencentes Mg e Ug.

A ordem em que a terceira e quarta regras de redugao sao aplicadas pode in-
terferir na remocgao ou adicao de uma aresta optativa. E possivel que a aplicacao
das regras ocorra de maneira que uma regra colabore para a outra e vice-versa.
Esse fato leva a aplicagdo consecutiva das regras 3 e 4 até que nao seja mais
possivel adicionar ou remover arestas optativas. A Figura 2 ilustra um exemplo
de aplicagoes sucessivas das regras 3 e 4. Na Figura 2(a) tem-se um grafo resul-
tante apds a aplicacdo da primeira e segunda regra de redugao. A Figura 2(b)
demonstra a aplicagao da terceira regra de redugao. Note que o vértice 1 per-
tence a Mgc, logo todas as suas arestas optativas incidentes serao adicionadas ao
grafo sanduiche G. Na Figura 2(c) tem-se a aplicagdo da quarta regra de redugao.
Agora o vértice 7 ird pertencer a Ugc por conseqiiéncia da aplicacao da terceira
regra de redugdo. A aplicacdo em seqiiéncia da terceira e quarta regras gera o
grafo ilustrado na Figura 2(d).

As regras de reducao serdo aplicadas ao PMCCG da mesma maneira que sao
empregadas no PMCC, bastando substituir a definigao de vértice controlado por
M, para vértice f-controlado por M.

3 Problema do Maior Conjunto Controlado Generalizado
- PMCCG

Imagine a seguinte situacao, cada vértice no grafo GG representa um cidadao. No
dia de amanha, os cidadaos de G irdo votar entre “SIM/NAO” para uma questao



...... Arestas optativas
= Arestas fixas

(c) Estado do grafo apds aplicacio da quarta regra de redugdo. (d) Configuragao do grafo apds aplicagdes consecutivas das regras 3 e 4.

Figura 2. Exemplo de aplicacdo da terceira e quarta regra consecutivamente

polémica. Curiosamente, cada cidadao decidiu por fazer uma pesquisa entre seus
vizinhos, incluindo seu préprio voto, para ter um censo particular sobre a eleicao
do dia seguinte. Para a surpresa, ou desapontamento dos cidadaos que votavam
“sIM”, o resultado encontrado mostrava uma vantagem de 2:1 para votos “NAO”
em sua vizinhanca.

Como exemplo concreto, considere um grafo completo e bipartido com dois
votos para “NAO” de um lado e n — 2 votos “sIM” no outro, veja na Figura 3.

Votos “Nao”

Votos “Sim”

Figura 3. Dois vértices “NAO” dao a impressao de ser a maioria na pesquisa local de
todos os outros vértices. Na figura os vértices brancos representam a coalisdo (conjunto
M) e os vértices pretos os vértices controlados pela coalisdo.

Se cada eleitor tiver seu voto influenciado pela sua pesquisa particular, na
eleicdo hipotética tem-se uma vitéria dos votos “NAO”, mesmo sendo a mi-
noria no momento em que as pesquisas foram realizadas. Uma série de prob-
lemas praticos importantes envolvendo coalizoes em grafos, maiorias locais e
monopdlios se enquadram nesse contexto. Maiores detalhes sobre esse assunto
podem ser encontrados em [2,15].

A situagao apresentada acima caracteriza, de certa forma, o PMCC apre-
sentado em Makino et. al.[13], cujo interesse é promover um “controle” de uma
maioria de votantes dado um sub-conjunto M de vértices, representando por ex-
emplo uma “coalizao” ou “partido politico”. Poderiamos imaginar, por exemplo,



que um projeto importante precisa ser votado em uma camara legislativa e os
vértices controlados por M sao aqueles que concordam ou votam favoravelmente
a um projeto. E de interesse do partido (coalizdo M), promover o controle da
maioria dos representantes da camara, ou seja, que o maior numero possivel de
pessoas, dentro ou fora do partido, apdie um determinado projeto. Entretanto,
como estabelecer parcerias e/ou contatos para que o partido consiga a maioria
das opinides a favor do seu projeto na camara?

Imagine ainda que cada representante eleitor considere um nimero minimo
de votos (diferenga entre os membros de dentro e fora da coalizdo) para que sua
escolha seja efetivada, teriamos entao uma “folga minima” ou “grau de convenci-
mento” para esse eleitor, caracterizando portanto o PMCCFM. Por ltimo, imag-
ine também que existem eleitores que tenham maior “influéncia” ou maior “peso
politico” (seja um individuo com cargo importante ou de uma classe econémica
privilegiada, por exemplo) e que tivéssemos o interesse de maximizar o “cont-
role” desses eleitores importantes. Essa situacao corresponde a idéia dos pesos
associados aos vértices do grafo, caracterizando agora o PMCCG.

O PMCCG agrega todas as extensoes propostas para PMCC. Dessa maneira
para cada vértice ¢ € V teremos um peso p; € Z associado, que corresponde a
“importancia” ou “peso do voto”, e f; € Z, o valor da folga minima ou “grau
de convencimento” necessario ao vértice ¢ para que ele seja f-controlado ou
concorde com um determinado projeto.

Em seguida, apresentamos um algoritmo polinomial com razao de aprox-
imacao igual a 0,5, o modelo matematico para o PMCCG e um algoritmo para
encontrar solugoes vidveis iniciais por meio de uma relaxagao linear do problema.

3.1 Algoritmo 0,5-aproximado para o PMCCG

O PMCC pode ser resolvido por um algoritmo deterministico, de tempo polino-
mial e razdo de aproximagao igual a 0,5 (vide Makino et. al.[13]). Veremos nessa
secao que esse algoritmo pode ser estendido facilmente ao PMCCG, garantindo-
se a mesma razao de aproximacao.

O Algoritmo 1 pode ser empregado apés a aplicagdo das regras de reducao
1 e 2 descritas anteriormente. Além disso, suponha que Wi, W5 representam
o somatério dos pesos dos vértices f-controlados por M em G = (V, E) para
E = F, e E = F», respectivamente. A variavel zg; representa a melhor solugao
obtida em ambos os casos.

Algoritmo 1 Algoritmo 0,5-aproximado para PMCCG
1: W1 < Somatoério dos pesos dos vértices f-controlados por M, obtido apds a
remocao das arestas D(U, M) de Ga;
2: Wy « Somatério dos pesos dos vértices f-controlados por M, obtido apds a insergao
em G, das arestas D(U, M);
3: zm1 — max{Wi, Wa};




Teorema 1 Seja zq: 0 valor da solugdo dtima do PMCCG. O walor de zg
fornecido pelo Algoritmo 1 satisfaz zgy > %zmw, qualquer que seja a instancia
do problema.

Prova: E facil ver que: Zmar < Wi+ Wa < 2 x max{Wi,Ws}. Como
zg1 = max{Wi, Ws} entao zg1 > %zmam cqd W

3.2 Modelo matematico para o PMCCG

A fim de introduzir uma formulagao de programacao linear inteira para o PM-
CCG, definimos inicialmente as varidveis bindrias z;, que determinam quais
vértices ¢ de V' serdo f-controlados ou nao por M. As varidveis bindrias z;; s@o
usadas para decidir quais arestas pertencentes a Fo\E; serdo consideradas ou
nao no grafo sanduiche. As constantes p;, f; € Z correspondem, respectivamente,
ao peso e folga minima do vértice ¢ € V. As constantes bindrias a;; € {0,1} sao
associadas as arestas (i,j) € Eo, sendo a;; = 1, se e somente se, i = j ou
(i,7) € Eo. Assumimos ainda que a;; = aj;, ¥V i,j € V.

Considere os conjuntos Mg, Msc, Mnco,Ur,Usc,Unc como definidos nas
regras de redugao (Secao 2) obtidos substituindo-se a definigdo de vértice con-
trolado por f-controlado. Considere ainda uma constante b;, que possui o valor
correspondente a pior folga que um vértice ¢ € Mg U Ui pode assumir. Assim,
b; serd calculado com o auxilio da equagao (3) a seguir:

bi = Z Qi Ti5 — Z QijTi5 — fz para i€ MR U UR (3)

JjEM JjeU

A determinacao de b; é realizada entao da seguinte forma, se i € My fazemos
zi; =1, V (4,75) € E2\E1. Analogamente, se ¢ € Ug fazemos z;; =0, V (4,5) €
E>\E;. Obviamente, em ambos os casos teremos z;; = 1, V (i,5) € Es.

Temos entao o seguinte modelo de programagao linear inteira para o PM-
CCG, obtido apéds a aplicacao da regras de redugao:

Maximizar:
Zmaz = Zpizi (4)
=%
sujeito a:
> (ab—J) Tij = ) (CZ—J) wij —Z—j+1 > 2,V i € Mg UUR(5)
jeM jeu
zi=1,Vi e Mgc UUsc (6)
zi =0,Vi € MycUUnc (7)
zi; =1,V (4,7) € Eq (8)
r=1,VieV (9)
zij € {0,1},V (i,§) € Ex\Ex (10)
2z € {0,1},VieV (11)



Na formulagdo apresentada temos a func¢do objetivo (4) que calcula o so-
matério dos pesos dos vértices f-controlados por M. A desigualdade (5) garante
o f-controle do vértice i por M, sempre que o primeiro membro da inequagao
for maior ou igual a 1. Caso contrario, o vértice i nao sera f-controlado por M
e z; serd fixado em 0. As divisdes por b; sdo realizadas para manter a diferenca
entre os dois somatérios e % sempre maior que —1, garantindo sempre z; > 0.
Isso garante também uma relaxagao linear de melhor qualidade para o PM-
CCG, o que nao ocorreria por exemplo, se substituissemos b; por |V| (j4 que
|[V| > b;,V i € V). A igualdade (6) indica os vértices sempre f-controlados no
grafo e na igualdade (7) os vértices nunca f-controlados. As igualdades (8) e (9)
definem o conjunto de arestas fixas em G;. A relaxacdo linear do PMCCG, rep-
resentada simplesmente por P, é obtida substituindo-se as restrigdes (10) e (11)
(associadas as varidveis de decisdo) por x;; € [0,1] e z; € [0, 1], respectivamente.
Representaremos por Z;; € [0,1], V (i,7) € E2, e Z; € [0,1], Vi € V, ou simples-
mente (Z, Z), uma solugdo 6tima obtida apds resolvermos o modelo relaxado do
PMCCG. Como discutido em [16], essa relaxagao pode ser resolvida em tempo
polinomial através dos métodos de pontos interiores. Observe finalmente que, se
fi=0ep;, =1,VieV temos o PMCC conforme descrito em [13]. Entretanto,
se apenas p; = 1,V ¢ € V temos o PMCCFM.

3.3 Solugao para o PMCCG baseada na relaxacao linear

Mostraremos nesta se¢ao como obter uma solucao vidvel para o PMCCG a par-
tir da relaxagao das restrigoes de integralidade (10) e (11). Assim, um proced-
imento bastante natural para o problema (que chamaremos Algoritmo 2) pode
ser obtido da seguinte forma: dada uma solugdo (%, %) de P com coordenadas
Zi; € 10,1,V (4,5) € Ea e Z € [0,1],V i € V, defina como f-controlado, todos
os vértices ¢ € V onde Z; = 1, e como nao f-controlado os demais vértices de V,
onde z; < 1.

Como veremos adiante, os valores Z;; € [0,1] obtidos apés a solugdo de
P poderdo ser sempre inteiros, significando portanto, que ao escolhermos os
vértices f-controlados ou nao por M através de z, teremos automaticamente
um mecanismo para decidir quais arestas optativas serao ou nao selecionadas ao
final do procedimento. Formalmente, temos a seguinte proposicao demonstrada
em anexo.

Teorema 2 Considere uma soluc¢do étima (z,%) de P com coordenadas %;; €
[0,1},VY(i,j) € E2, zZ € [0,1],Vi € V, e wvalor 6timo Zmaz = ) ;cy Zi- Se
Zi; € (0,1) para alguma aresta (i,§) € Eo\En, existird entdo, uma nova solugdo
relazada (%,%) de P onde Zmae = Y ;e Zi sendo &5 € {0,1},V (i,§) € By e
z, €10,1,VieV.

Note no exemplo da Figura (4.a), que para f; = 0,Vi € V, uma solucao
Stima do problema relaxado (associado a (4)-(11)), pode ser obtida fazendo-se
Zi; = 0,5,V (i,7) € E2\E;. Na Figura (4.b) entretanto, observamos uma outra
soluc@o 6tima onde Z;; € {0,1},Y(4, j) € E2\E1. Em ambos os casos, 4 vértices
sao controlados.



--------- Arestas optativas
Arestas fixas

. (b) %,€(0,1},V (i, j)€E,\E,

Figura 4. Exemplo de grafos equivalentes com solucao fraciondria e solucao inteira
para Z;;.

Um novo procedimento, que chamaremos de Algoritmo 3, consiste em sim-
plesmente selecionar a melhor solugao obtida nos Algoritmos 1 e 2. Como demon-
strado em [14], o Algoritmo 3 possui uma razio de performance superior para o
PMCC (situagao particular do PMCCG onde f; =0ep; =1,V i € V). Aquelas
instancias onde n < 4, podem ser resolvidas facilmente, de maneira exata e em
tempo polinomial. Para maiores detalhes sobre esse procedimento e sua analise
de aproximagao vide [14].

Teorema 3 O Algoritmo 3 garante, em tempo polinomial, uma razdo de per-

formance para o PMCC igual a % + 21(:2[?), Vn>4.

Visando incrementar ainda mais as solugoes obtidas pelos Algoritmos 1 e 3,
descrevemos a seguir um procedimento de busca local para o PMCCG baseado
no procedimento de Busca Tabu.

4 Busca Tabu aplicada ao PMCCG

O método de Busca Tabu (Tabu Search) - BT, proposto independentemente por
[6] e [11] em 1986, é um procedimento iterativo para a solugdo de problemas de
otimizacao combinatéria e que aceita movimentos de piora da solugao corrente
para tentar escapar de 6timos locais evitando, dessa forma, retornar a regioes
previamente pesquisadas.

Dentre as metaheuristicas existentes na literatura, a BT tem se mostrado
competitiva na resolucao de diferentes problemas de otimizacao combinatéria.
Na BT, em cada iteracao uma busca local é executada vasculhando-se uma viz-
inhanga N(S) da solugéo corrente S. Solugdes ou movimentos presentes na lista
tabu sao proibidos temporariamente. Apés um determinado nimero de iteragoes,
a lista é atualizada de forma a permitir que novos movimentos ou solugoes
assumam o status de tabu. A lista tabu consiste de um conjunto de solucdes
ou movimentos proibidos, determinados por informacoes histéricas das iteragoes
precedentes no procedimento de busca local.
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A BT apresentada no Algoritmo 4 contém as etapas normalmente encon-
tradas nos modelos tradicionais da literatura. Dessa forma, o método inclui con-
strugdo da solugdo inicial, fase de busca local intensiva e diversificagdo (fuga de
Stimos locais).

Considere S (com custo ¢(S) associado) a solugdo corrente no algoritmo e
S* a melhor solugao encontrada (solugdo global). A lista tabu serd representada
por T e ird conter os atributos de cada movimento, dessa maneira, uma série
de movimentos proibidos serd definida implicitamente. O critério de aspiracgao
permite que sejam exploradas regioes ainda nao visitadas no espago de solugoes,
garantindo que movimentos presentes na lista Tabu sejam executados, desde que
promovam uma solugao melhor que a solugao global encontrada.

Algoritmo 4 Pseudo cédigo do BT aplicado a um problema de maximizagao

1: Contadores de iteragoes ¢,j «— 0
2: S, S* « Solugdo inicial(), c(S") «+ —oo
3: enquanto i < imq, faga

4: T <0

5.  enquanto j < jmaes faga

6: S" — BuscaLocal(N(S)\T)

7 S" « BuscaLocal(N(S) NT ) satisfazendo o critério de aspiragao
8: se ¢(S") > ¢(S’) entao

9: S — 8"

10: fim se

11: se ¢(S) > ¢(S*) entdo

12: S* 8

13: 70

14: fim se
15: se ¢(9") < ¢(S) entao
16: Insira o movimento (S’,S) na lista tabu T
17: fim se
18: S—S8ej—j+1

19:  fim enquanto
20:  Diversificagio(S)
21: i—1i+1

22: fim enquanto

23: retorna S*

No caso do PMCCG, o procedimento de construgio da solugao inicial (linha
2) utilizado, consiste do Algoritmo 3 apresentado na Segéo 3.3. Naquelas instancias
onde o nimero de restricoes é muito grande para serem resolvidas por Pro-
gramagao Linear, geramos a solucdo inicial utilizando o Algoritmo 1 como de-
scrito na Secao 3.1. Os contadores i e j, denotam o nimero de iteragoes do algo-
ritmo e da busca local respectivamente, sendo que a busca local é interrompida
sempre que jmqe iteragoes ocorram sem melhoria da solugao global. Na linha
6, a busca local em N(S5), é executada observando-se os movimentos proibidos
presentes na lista tabu. Esses movimentos sao verificados e realizados na linha
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7, caso promovam uma melhora na solugao global, ou seja, caso o critério de
aspiracao seja satisfeito. Para escapar de méaximos locais, a busca local permite
também movimentos de piora da solugao corrente. Nesse caso deve-se garantir
que uma busca conseguinte nao retorne novamente a uma regiao ja pesquisada.
Essa garantia é dada pela inser¢ao do movimento de “volta” na lista tabu, rep-
resentada por um ou mais atributos do movimento que levaria a uma solucao
ja encontrada (linhas 15 e 16). A lista tabu se baseia normalmente no conceito
de fila. Assim, em cada atualizagdo um movimento proibido é incluido no final
da lista (linha 16), ficando presente na lista tabu por um niimero de iteragoes
equivalente & capacidade dessa lista. A funcdo de diversificacao, executada na
linha 20, efetua uma pertubacao na solugao corrente, com o objetivo de fugir de
6timos locais, indo para regioes ainda nao pesquisadas pela busca local.

As etapas de busca local e diversificagao da solugao corrente sao descritas
detalhadamente a seguir.

4.1 Fase de busca local intensiva no PMCCG

Uma das etapas mais importante da BT, se refere a etapa de busca local intensiva
onde a vizinhanca de uma solucdo corrente S é pesquisada. A qualidade dessa
busca local pode ser medida em fungao do tamanho dessa vizinhanca e do nimero
de vezes em que ela é efetuada numa dada regiao. A idéia, a principio, é investigar
uma mesma regiao enquanto ela se mostrar promissora.

A busca local (linhas 6 e 7 do Algoritmo 4) analisa a partir de uma solugao
inicial (semente) solugdes vizinhas, utilizando um critério normalmente guloso,
ou seja, priorizando o controle dos vértices com maior peso associado. Na busca
local aqui realizada, buscamos o f-controle de novos vértices do grafo sem que
outros vértices sejam descontrolados (ou nao- f-controlados). Representaremos
esta estrutura de vizinhanga por Ny(5).

O procedimento de busca local proposto para o PMCCG ¢ ilustrado sucinta-
mente no Algoritmo 5. Dado um grafo sanduiche G (solugao corrente S), teremos
um conjunto de arestas optativas associadas e um conjunto Mg C Mg (respecti-
vamente Ug C Ug) dos vértices f-controlados (temporariamente) por M em G.
Considere também Lg = MgUUg, Lp = (MgUURg\Lg) e L, = {z € V|(v,z) €
Es\F1}.

Nesta estrutura de vizinhanca esperamos que os vértices v € Lp sejam f-
controlados desde que nenhum outro vértice temporariamente f-controlado seja
descontrolado. Note que, neste caso, uma nova solucao de melhor custo, perten-
cente a Np(S) serd gerada ja que todos os pesos associados aos vértices de V' séo
positivos. Ainda, dado um grafo sanduiche G (solugdo corrente S), chamaremos
de folga corrente de um vértice i € V o valor fo(i) = |[Ng[i|"M|—|Ng[i]NU|— f;.
Assim, dado um grafo sanduiche G, dizemos que i € V' é f-controlado se, e so-
mente se, fg (i) > 0, caso contrério i serd descontrolado (ou néo f-controlado).

A busca local tenta controlar vértices v € Lp (linha 2), desde que o vértice
selecionado nao esteja presente nas solugoes definidas implicitamente pela lista
tabu (linha 4). Note por exemplo que fe(v) <0,V v € Lp. Representaremos os
vizinhos de v que podem auxiliar em seu f-controle por L, = {w € L,|fq(w) #
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